
Линейная регрессия



Постановка в 
одномерном случае 

x - некий признак объекта  (независимая переменная)


y - предсказываемая величина (зависимая переменная) 


Предположим, что y = f(x) + eps (eps - шум, 
распределенный нормально)


Хотим найти такую функцию h(x) = bx + a, которая 
лучше всего аппроксимирует эту зависимость



Mean Squared Loss
Остаток, residual 

ri = yi − ̂yi = yi − h(x) = yi − bx − a

Хотим минимизировать функцию 

MSE =
1
N ∑ r2

i



Построение модели в R 

Предсказываемая величина

Независимая переменная

Датасет

Свободный коэффициент (a)

Коэффициент при переменной (b)



Данные о модели



Residuals 



Много переменных
xj - некий признак объекта  (независимая переменная)


y - предсказываемая величина (зависимая переменная) 


Предположим, что y = f(x) + eps (eps - шум, 
распределенный нормально)


Хотим найти такую функцию h(x) = bx1 + … + bxn + a, 
которая лучше всего аппроксимирует эту зависимость


Решается аналогично



Много переменных



Что будет, если у нас  есть 1000 
наблюдений и 10000 переменных? 



Что будет, если у нас  есть 1000 
наблюдений и 10000 переменных? 

Всегда найдем все хорошо объясняющий 
набор переменных



Статистическая значимость 
переменных

Значимость коэффициента  
(p-value гипотезы о том, что коэффициент равен 0)
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Статистическая значимость 
переменных

Значимость коэффициента  
(p-value гипотезы о том, что коэффициент равен 0)

Число степеней 
свободы теста



R-squared
SStot = ∑

i

(yi − y)2

SSreg = ∑
i

(yi − ̂yi)2 = ∑
i

r2
i

R2 = 1 −
SSres

SStot

Коэффициент детерминации, в случае выполнения некоторых предположений, доля 
объясняемой дисперсии 



Какие проблемы вы видите? 

R-squared



Какие проблемы вы видите? 

R-squared

Чем лучше описываем наблюдения, тем лучше будет SSreg.

SSreg = ∑
i

(yi − ̂yi)2 = ∑
i

r2
i



Какие проблемы вы видите? 

R-squared

Чем лучше описываем наблюдения, тем лучше будет SSreg.

Чем больше переменных, тем лучше описываем наблюдения

SSreg = ∑
i

(yi − ̂yi)2 = ∑
i

r2
i



Какие проблемы вы видите? 

R-squared

Чем лучше описываем наблюдения, тем лучше будет SSreg.

Чем больше переменных, тем лучше описываем наблюдения

Чем больше переменных - тем лучше R-squared

SSreg = ∑
i

(yi − ̂yi)2 = ∑
i

r2
i



Adjusted R-squared

R2 = 1 − (1 − R2)
n − 1

n − p − 1

n - число наблюдений, p - число независимых переменных



Статистическая значимость 
переменных

Значимость коэффициента  
(p-value гипотезы о том, что коэффициент равен 0)

Число степеней 
свободы теста



Допущения линейной 
регрессии 

1. 1) Предсказываемая переменная  зависит  от независимых линейно  
2. 2) Независимые переменные друг от друга не зависят 
3. 3) Residuals распределены нормально  
4. 4) Residuals имееют одинаковую дисперсию  
5. 5) Residuals независимы (= наблюдения независимы)



Допущения линейной 
регрессии 

1. 1) Предсказываемая переменная  зависит  от независимых линейно  
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Независимые переменные друг от 
друга не зависят (нет 

мультиколлинеарности)
Мультиколлинеарность приводит к менее точно 

определенным коэффициентам, что может приводить к 
неприятным эффектам. Это более значимо, когда мы 
хотим интерпретировать модель. На предсказательную 

силу модели это (почти) не влияет



Мультиколлинеарность
Построить зависимости между переменными



Мультиколлинеарность
Посчитать корреляцию между переменными

https://cran.r-project.org/web/packages/corrplot/vignettes/corrplot-intro.html

https://cran.r-project.org/web/packages/corrplot/vignettes/corrplot-intro.html


Допущения линейной 
регрессии 

1. 1) Предсказываемая переменная  зависит  от независимых линейно  
2. 2) Независимые переменные друг от друга не зависят 
3. 3) Residuals распределены нормально  
4. 4) Residuals имееют одинаковую дисперсию  
5. 5) Residuals независимы (= наблюдения независимы)



Проверка на линейность



Пример нелинейности



Допущения линейной 
регрессии 

1. 1) Предсказываемая переменная  зависит  от независимых линейно  
2. 2) Независимые переменные друг от друга не зависят 
3. 3) Residuals распределены нормально  
4. 4) Residuals имееют одинаковую дисперсию  
5. 5) Residuals независимы (= наблюдения независимы)



Гомоскедастичность 
(homogenity of variance)

 

https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLScRTH7DcX6zy4s6ZP_DsPNz2AZcxqD6TGdiL4CjJ4LPlVVpuw/viewform


Гетероскедастичность 
(heterogenity of variance)



Homogeneity of variance (гомоскедастичность)

Не наш случай



Иногда помогают преобразования (например,логарифмирование)
Homogeneity of variance (гомоскедастичность)



Допущения линейной 
регрессии 

1. 1) Предсказываемая переменная  зависит  от независимых линейно  
2. 2) Независимые переменные друг от друга не зависят 
3. 3) Residuals распределены нормально  
4. 4) Residuals имееют одинаковую дисперсию  
5. 5) Residuals независимы (= наблюдения независимы)



Нормальность остатков





Influential points



Outliers



Если отклонение больше 3, то имеем основание подозревать, что точка - outlier



Moderation effect



Moderation effect



Как выглядит линейная 
модель

Y = β0 + β1 ⋅ X + β2 ⋅ Z + β3 ⋅ X ⋅ Z + ϵ
Вклад X Вклад Z moderation effect Z



Как выглядит линейная 
модель

Y = β0 + β1 ⋅ X + β2 ⋅ Z + β3 ⋅ X ⋅ Z + ϵ
Вклад X Вклад Z moderation effect Z

Если  Z либо 0, либо 1, то как выглядит? 



Как выглядит линейная 
модель

Y = β0 + β1 ⋅ X + β2 ⋅ Z + β3 ⋅ X ⋅ Z + ϵ
Вклад X Вклад Z moderation effect Z

Если  Z либо 0, либо 1, то как выглядит? 

Y = β0 + β1 ⋅ X + ϵ, Z = 0

Y = β0 + β2 + (β1 + β3) ⋅ X + ϵ, Z = 1




